An algebraic system from a finite set Σ of cardinality k and an n-ary operation f invertible in each argument is called an n-ary quasigroup of order k. An autotopy of an n-ary quasigroup (Σ, f ) is a collection (θ 0 , θ 1 , . . . , θ n ) of n + 1 permutations of Σ such that f (θ 1 (x 1 ), . . . , θ n (x n )) ≡ θ 0 (f (x 1 , . . . , x n )). We show that every nary quasigroup of order 4 has at least 2 [n/2]+2 and not more than 6 · 4 n autotopies. We characterize the n-ary quasigroups of order 4 with 2 (n+3)/2 , 2 · 4 n , and 6 · 4 n autotopies.
Introduction
We denote by Σ the set of k elements 0, 1, . . . , k − 1. The Cartesian degree Σ n consists of all tuples of length n formed by elements of Σ. An algebraic system with support Σ and an n-ary operation f : Σ n → Σ invertible in each argument is called an n -ary quasigroup of order k (sometimes, for brevity, an n-quasigroup or simply a quasigroup). The corresponding operation f is also called a quasigroup.
Isotopy of the set Σ n+1 is called set θ = (θ 0 , θ 1 , . . . , θ n ) permutations from the symmetric group S k acting on Σ. The isotopy action on Σ n+1 is given by the rule θ : x → θ(x) = (θ 0 (x 0 ), . . . , θ n (x n )) for x = (x 0 , . . . , x n ) ∈ Σ n+1 .
To denote the isotopies and the permutations that constitute them, we will use the Greek alphabet, and when writing their action on the elements of Σ we sometimes omit parentheses. Two sets M 1 , M 2 ⊆ Σ n+1 are called isotopic if here exists an isotopy θ such that θ(M 1 ) = M 2 . Two quasigroups f and g are called isotopic if for some isotopy θ = (θ 0 , θ 1 , . . . , θ n ) it holds g(x 1 , . . . , x n ) = θ −1 0 f (θ 1 x 1 , . . . , θ n x n ).
(
If f = g, then any isotopy θ for which (1) holds is called an autotopy of the quasigroup f . The autotopy group Atp(f ) of a quasigroup f is the group consisting of all autotopies of f (the group operation is the composition). A 2-quasigroup f with neutral element e such that f (e, a) = f (a, e) = a for any a ∈ Σ is called a loop. If a loop f satisfies the associative axiom f (x, f (y, z)) ≡ f (f (x, y), z), then we have a group. It is known (see, for example, [1] ), that all 2-quasigroups of order 4 are isotopic to either the group Z 2 × Z 2 or the group Z 4 . So, quasigroups generalize groups, which illustrates their algebraic nature.
At the same time, the concept of a quasigroup admits a purely combinatorial interpretation. By line in Σ n+1 , we mean a subset of n elements that are distinct exactly in one coordinate. For a quasigroup f : Σ n → Σ, the set M(f ) = {(x 0 , x 1 , . . . , x n ) ∈ Σ n+1 | x 0 = f (x)} will be called the code of the quasigroup f . The term "code" is borrowed from the theory of error correcting codes, in the framework of which the set M(f ) is an MDS-code with distance 2 (an equivalent concept, also well known in combinatorics, is the Latin hypercube). The quasigroup code is characterized as a subset Σ n+1 of cardinality k n intersecting each line in exactly one element. This view allows us to see a quasigroup from its combinatorial side. We note that the codes of isotopic quasigroups are isotopic, namely, it follows from (1) that M(g) = θ −1 (M(f )). In this paper, we investigate autotopies of quasigroups of order 4. We establish tight upper and lower bounds on the order of the group of autotopies of such a quasigroup. In a way, it is natural that the richest group of autotopies turned out to be for the quasigroups called linear with a structure close to group. Also we characterize the quasigroups with minimum and pre-maximum (that is, text to the maximum) orders of the autotopy group.
The concept of an autotopy is a generalization of a more partial notion of "automorphism" and reflects in some sense the "regularity" or "symmetry" of a quasigroup as a combinatorial object. The study of the transformations of the space mapping the object on itself is a classic, but at the same time a difficult task, considered in many areas of mathematics. The complexity of such problems is illustrated by Frucht's theorem [2] stating each finite group is isomorphic to the group of automorphisms of some graph, and also a similar result concerning perfect codes in coding theory [6] .
In coding theory, the group of automorphisms of a code is generated by the isometries of the metric space that sitabilize the code. There we find another example of the phenomenon that an object with group properties has the richest group of automorphisms. In papers [5, 8, 9] it is shown that the binary Hamming code, a linear perfect code, has the largest group of automorphisms among the binary perfect 1-codes, and its order at least twice exceeds the order of the automorphism group of any other binary 1-perfect code of the same length.
The paper is organized as follows. Section 2 provides basic definitions and statements. In Section 3, a representation of quasigroups necessary for further proof of the fundamental results is given. Auxiliary statements on the autotopies of quasigroups are collected in Section 4. A tight lower bound on the number autotopies of a quasigroup of order 4 is proved in Section 5. In Section 5.2 we discuss the quasigroups with the smallest order of the autotopy group. Finally, in Section 6, an upper bound on the order of the autotopy group quasigroup of order 4 is derived and it is proved that this bound is attained only on the linear quasigroups. We also establish the maximum order of the autotopy group of a nonlinear quasigroup of order 4 and prove that it is attained only on isotopically transitive quasigroups, which were described in [4] .
Notations and basic facts
For x = (x 1 , . . . , x n ) ∈ Σ n and a ∈ Σ, we put x a i = (x 1 , . . . , x i−1 , a, x i+1 , . . . , x n ). The inverse of an n-quasigroup f in the i-th argument is denoted by f i ; that is, for any x ∈ Σ n and a ∈ Σ, the equations f i (x a i ) = x i and f (x) = a are equivalent. Obviously, the inversion of an n-quasigroup in any argument is an n-quasigroup. By the 0-th argument of an n-quasigroup f , we mean the value of the function f (x 1 , . . . , x n ), which, formally not being an argument of the operation f itself, is associated with the i-th argument of its inverse f i . In this paper, we study the autotopies of quasigroups of order 4; so, below we assume Σ = {0, 1, 2, 3}. A quasigroup f of order 4 is said to be semilinear if there are a j , b j ∈ Σ, a j = b j , j = 0, 1, . . . , n, for which
In this case, we also say that the quasigroup f is {a j , b j }-semilinear in the j-th argument, j = 0, 1, . . . , n. Note that if in the identity (2) any two of the sets {a j , b j } are replaced by their complements in Σ, then the identity will remain true. Thus, in every argument, a semilinear quasigroup is {0, 1}-, {0, 2}-or {0, 3}-semilinear. If f is {a, b}-semilinear in each of its arguments, then we call it simply {a, b}-semilinear. A quasigroup f is linear if in each of its arguments it is {a, b}-semilinear for any a, b ∈ Σ.
Each 2-quasigroup is isotopic to one of the two quasigroups ⊕, + 4 with the value tables 
Lemma 2. If an n-quasigroup f is {a, b}"=semilinear with respect to the i-th argument for some i ∈ {0, ..., n} and θ = (θ 0 , . . . , θ n ) is an isotopy, then the n-quasigroup θ(f ) is {θ
i (b)}-semilinear with respect to the i-th argument. A quasigroup f of arity n is said to be reducible if for some integer m, 2 m < n, and the permutation σ ∈ S n holds, the representation f in the form of a repetition-free compositions f (x 1 , . . . , x n ) = h(g(x σ(1) , . . . , x σ(m) ), x σ(m+1) , . . . , x σ(n) )
(repetition-free means that each variable occurs only once in the right side). Without loss of generality, we can assume that the quasigroup g is irreducible.
In [3] , a description of quasigroups of order 4 is obtained in terms of semilinearity and reducibility. Theorem 1. Every n-ary quasigroup of order 4 is reducible or semilinear.
The representation of quasigroups
According to Theorem 1, a non-semilinear quasigroup can be represented as a repeatitionfree composition of two or more semilinear quasigroups (some of the composed quasigroups can coincide with each other or be linear). A representation of the quasigroup f in the form of a repeatition-free composition of quasigroups of arity greater than 1 will be called a decomposition of f . Note that the quasigroup may have several decompositions. In the simplest case, the quasigroup represents its own trivial decomposition.
In the following, we will use a graphical representation of the decomposition of a quasigroup in the form of a labeled tree. The inner vertices of this tree (the degree of which is not less than 3) will be called nodes and denoted by charactersu, v, w, with or without indices; and the leaves (vertices of degree 1) are the symbols of the variables x 1 , x 2 , . . . , y, z. The edge incident to a leaf of the tree is called a leaf edge. The remaining edges are called inner.
Firstly, we define recursively the root tree T (S) of a decomposition S (the notion of the root decomposition tree is introduced as an auxiliary term to define the decomposition tree and will not be used after that definition). 1) A variable x i is associated with the tree consisting of one vertex of degree 0, being the root and labelled by the variable x i itself.
2) Let a decomposition of S be of the form S = h(S 1 , . . . , S n ). If the decompositions and/or variables S 1 , . . . , S n correspond to the root trees T 1 , . . . , T n , respectively, then we build the tree T (S) as follows. Define a new vertex u as the root of the tree and assign the label h to it. Consistently connect vertex u with the roots of the trees T 1 , . . . , T n . The root of the tree T j , j ∈ {1, ..., n}, is considered as the j-th neighbor of u. On the other hand, the vertex u is considered as the 0-th neighbor of the root of the tree T j .
By the decomposition tree (without "root"), we call the tree obtained by connecting the leaf x 0 as the 0-th neighbor to the root of the tree T (S). The decomposition tree of the decomposition S is denoted by T 0 (S). The leaf x 0 corresponds to the 0-th argument, i.e., to the value of the quasigroup represented by the decomposition S.
The tree T 0 (S) of the decomposition S of f can be treated as the decomposition tree for the code M(f ). It is important to understand that only the enumeration of the leaves and of the neighbors of every vertex defines which arguments are independent for the quasigroup f and for every element of the decomposition. Changing this enumeration, we can get the decomposition tree for the inverse of f in any argument. Namely, to get a decomposition for f <i> , it is sufficient for every inner node of the path from x 0 to x i , swap the labels of the two neighbors, replace the node label to the corresponding inverse, and finally swap the labels x i and x 0 . The order defined on the neighbors of every node uniquely determines the order of the arguments of the quasigroups in the decomposition and of the represented quasigroup. We note that as the autotopy groups of a quasigroup and its inverses are isomorphic, from the point of view of the questions considered in the current research, it is not necessary to remember all the time which of the arguments is the 0-th one; so, the 0-th argument will not be emphasized in the most of considerations.
For a decomposition and the corresponding decomposition tree, define the operation of merging. Assume that a decomposition S contains the fragment
where S 1 , . . . , S n 1 +n 2 −1 are some decompositions and the n 1 -quasigroup f 1 and n 2 -quasigroup f 2 satisfy the identity
for some (n 1 + n 2 − 1)-quasigroup g. The result of merging f 1 and f 2 in S is defined as the decomposition S obtained from S by replacing the fragment (5) by g(S 1 , . . . , S n ). Note that we consider a concrete occurrence of (5) in S (in general a fragment can occur more than one time).
Respectively, in the decomposition tree T 0 (S), the adjacent nodes u and v labeled by f 1 and f 2 are merged as follows. This pair of nodes is replaced by a new node w labeled by g, whose neighbors are the neighbors of the removed nodes u and v (except u and v themselves). The neighbors of w are assigned the numbers 0, . . . , n 1 + n 2 −1 consequently in the following order. At first, the neighbors of u with numbers 0, . . . , i − 1 are assigned (in the same order); next, the neighbors of v with the numbers 1, . . . , n 2 are assigned; then, the remaining neighbors of u with the numbers i + 1, . . . , n 1 are assigned. The result of the described merging is the decomposition tree T 0 ( S). Trivially, we have the following fact.
Lemma 3. Merging does not alter the quasigroup represented by the decomposition.
We call a decomposition (and its tree) semilinear if all involved quasigroups are semilinear.
In a decomposition tree, consider two neighbor nodes u, v with labels f 1 , f 2 , respectively. Assume that u is the 0-th neighbor of v and v is the i-th neighbor u. We call the nodes u and v coherent if for some a, b ∈ Σ the quasigroup f 1 is {a, b}-semilinear in the i-th argument and f 2 is {a, b}-semilinear in the 0-th argument.
Lemma 4.
Merging two coherent nodes in a semilinear tree results in a semilinear tree.
Proof. Let the quasigroups f 1 and f 2 of arity n 1 and n 2 correspond to coherent nodes in the decomposition tree, and (6) holds for some (n 1 + n 2 − 1)-ary quasigroup g. To prove the lemma, it suffices to verify that the quasigroup g is semilinear, which is straightforward from (6) and the definition of a semilinear quasigroup.
We call a semilinear decomposition (and its tree) proper if there are no pairs of coherent nodes in the decomposition tree.
Lemma 5. Every quasigroup of order 4 has a proper decomposition.
Proof. By Theorem 1, every n-ary quasigroup of order 4 has a semilinear decomposition. Since there are no more than n − 1 nodes in the decomposition tree, successively merging pairs of coherent nodes, we obtain a required decomposition in at most n − 2 steps, Remark 2. In general, a proper decomposition is not unique and depends on the order of merging. The simplest example of the decomposition that can be merged in two ways is f (g(h(x 1 , x 2 ), x 3 ), x 4 ), where f and g are {0, 1}-semilinear quasigroups, g and h are {0, 2}-semilinear quasigroups, and f , h are not linear, in contrast to g. A proper decomposition of a nonlinear quasigroup does not involve linear quasigroups, because a node labeled by a linear quasigroup is coherent with each if its neighbors.
Let S be some decomposition with the tree T 0 (S), with the set of edges E. An isotopy of the decomposition is a collection θ = (θ e ) e∈E of permutations of Σ, acting on S as follows. If a node of T 0 (S) has a label f i and e j , j = 0, 1, . . . , n i , is the j-th edge incident to this node, then f i is replaced by f 
As a result, we get the tree of some decomposition denoted θ(S) and called isotopic to S.
The following is straightforward.
Lemma 6. Isotopic decompositions represent isotopic quasigroups. More precisely, if θ is an isotopy connecting decompositions of quasigroups f and f ′ , then
where e j is the edge incident to the leaf x j , j = 0, 1, . . . , n. An autotopy of the decomposition S is an isotopy θ such that θ(S) = S. The support of an autotopy is the set of edges corresponding to non-identity permutations. We call a proper decomposition (and its tree) reduced if every involved quasigroup is {0, 1}-or {0, 2}-semilinear.
Lemma 7.
For every quasigroup of order 4, there is an isotopic quasigroup with a reduced decomposition.
Proof. Consider an n-quasigroup f and construct an isotopic quasigroup with a reduced decomposition. We start with a proper decomposition S of f , which exists by Lemma 5. Since the decomposition tree T 0 (S) is a bipartite graph, its vertices are divided into two independent parts; the vertices of one part are called even, the other are odd.
Let us find an isotopy θ such that the odd nodes of θ(S) are {0, 1}-semilinear, while the even nodes are {0, 2}-semilinear. To do this, we define the permutation θ e for every edge e in the tree T 0 (S).
Consider two cases. Firstly, let e connect two nodes, an odd one with a label g and an even one labeled by h. Suppose that g is the i-th neighbor of h, which in turn is the 0-th neighbor of g. Note that if g is {0, a}-semilinear in the 0-th argument and h is {0, b}-semilinear in the i-th, then a = b, because the decomposition S is proper. In this case, we set θ e (0) = 0, θ e (1) = a, θ e (2) = b, θ e (3) ∈ {1, 2, 3} \ {a, b}.
Now we turn to the other case when e connects a node labeled by g and its i-th neighbor, a variable x. Suppose g is {0, a}-semilinear in the i-th argument. Then we set θ e = (1a) if the node is in the odd part of T 0 (S), and θ e = (2a) if the node is in the even part.
Consider the action of the constructed isotopy on the decomposition S. A node of the decomposition tree T 0 (S) labeled by f i will get the label f ′ i (see (7) ) in the tree T 0 (θ(S)). Suppose f i is {0, a}-semilinear in the j-th argument. Then, by Lemma 2, the quasigroup f ′ i is {0, 1}-semilinear in the j-th argument if f i is an odd node, and {0, 2}-semilinear in the j-th argument if f i is an even node.
Thus, the decomposition θ(S) is proper by the definition. By Lemma 6, the quasigroup represented is isotopic to the original quasigroup f .
Autotopies of quasigroups
Let π = (π 0 , . . . , π m ) and τ = (τ 0 , . . . , τ n−m+1 ) be isotopies. If π 0 = τ 1 , then we define
Let us consider the n-ary quasigroup f obtained as the composition of an m-quasigroup g and (n − m + 1)-quasigroup h:
We define the action of the operation⊗ on the autotopy groups of g and h as follows:
We restrict ourselves by considering quasigroups of order 4 only; however, the next lemma holds for any other order as well.
Lemma 8.
If f is an n-quasigroup represented as the composition
Proof. Obviously, Atp(g)⊗Atp(h) Atp(f ). To prove the reverse, consider an autotopy θ = (τ 0 , π 1 , . . . , π m , τ 2 , . . . , τ n−m+1 ) ∈ Atp(f ). Let us show that there exists a permutation π 0 = τ 1 ∈ S 4 such that π = (π 0 , . . . , π m ) ∈ Atp(g), τ = (τ 0 , . . . , τ n−m+1 ) ∈ Atp(h), and θ = π⊗τ .
Note that if such permutation π 0 exists, then it is uniquely defined by the permutations π 1 , . . . , π m , because for every tuple from Σ n the quasigroup g posseses only one value.
Moreover, if we put π 0 = τ 1 , then π ∈ Atp(g) if and only if τ ∈ Atp(h). Indeed, the relation π ∈ Atp(g), by the definition, means that the equations
are equivalent. Applying the autotopy θ ∈ Atp(f ), we get for any tuple (x 1 , . . . , x n ) ∈ Σ n :
The last equality implies that for any (t, x m+1 , . . . , x n ) ∈ Σ n−m+1 it holds
That is, for τ 1 = π 0 we have τ ∈ Atp(h). So, it remains to show that there exists a permutation π 0 ∈ S 4 such that π ∈ Atp(g). Taking into account that θ ∈ Atp(f ), we can write that for every (x 1 , . . . , x m ) ∈ Σ m it holds
Trivially, the 1-quasigroups
are permutations of Σ. So, (8) can be rewritten as follows:
.
, we have (π 0 , . . . , π m )) ∈ Atp(g). As follows from Lemma 8 and the results of the previous section, studying the autotopy group of a quasigroup of order 4 we can regard that it is represented as the repetition-free composition of quasigroups, each of which is {0, a}-semilinear for some a ∈ Σ, but not linear.
In the remaining part of this section, we prove three lemmas on minimum autotopy groups of semilinear quasigroups. In the description of autotopies, it is convenient to use the following notation.
For a nonlinear {0, a}-semilinear quasigroup (and the corresponding nodes of decomposition trees), a ∈ Σ \ {0}, the permutation (0a)(bc), where {b, c} = Σ \ {0, a}, is called the native involution, and the permutations (0b)(ca) and (0c)(ab) are called foreign involutions. Each of the transpositions (0a) and (bc) forming the native involution (0a)(bc) is called a native transposition of the semilinear quasigroup (node). The two cyclic permutations (0bac) and (0cab) whose square is the native involution (0a)(bc) are called the native cycles of the semilinear quasigroup (node).
Lemma 9.
The following isotopies belong to the autotopy group of a {0, a}-semilinear n-ary quasigroup f , a ∈ Σ \ {0}.
(i) An isotopy consisting of two native involutions and n − 1 identity permutations, in an arbitrary order.
(ii) An isotopy from n + 1 native transpositions different from (0a) if f ({0, a} n ) = {0, a}, or from n + 1 native transpositions exactly one of which is (0a) if f ({0, a} n ) = Σ\{0, a}.
Proof. Without loss of generality we assume a = 1. The identity (2) holds for any {a i , b i } from {{0, 1}, {2, 3}}, i = 1, . . . , n (the pair {a 0 , b 0 } is uniquely defined from the other pairs and also coincides with {0, 1} or {2, 3}).
(i) Applying the native involution (01)(23) in one of the arguments changes the values of the quasigroup in all points, but at the same time leaves the sets {a 1 , b 1 }×. . . ×{a n , b n } with the above restrictions in place. It follows from (2) that the values of the quasigroup also change in accordance with the native involution. When applying the native involution in some other argument, we again obtain the original quasigroup.
(ii) Let f ({0, 1} n ) = {0, 1}. Consider an arbitrary tuple (x 1 , . . . , x n ) of values of the arguments and the value x 0 of the quasigroup on this tuple. Among x 0 , x 1 , . . . , x n , an even number of values belong to {2, 3}. Thus, applying successively the transposition (23) to each of the arguments, we change the value of the quasigroup an even number of times, and the changes do not take the value in a partial point beyond the pair {0, 1} or the pair {2, 3}. As a result, we get that after applying all transpositions, the value of the quasigroup has not changed. The case f ({0, 1} n ) = {2, 3} is treated similarly.
Lemma 10.
Assume that an {a, b}-semilinear binary quasigroup q of order 4 is not linear. Let ξ be the corresponding native involution. The autotopy group of q consists of the following transformations.
(i) The autotopies (Id, ξ, ξ), (ξ, Id, ξ), (ξ, ξ, Id), and the identity autotopy.
(ii) The autotopies
, where τ 0 , τ 1 are the two distinct native transpositions; the choice of τ 0 is unique for the given q.
(iii) The autotopies (ξ
, where ϕ 1 , ϕ 2 is an arbitrary pair of native cycles, for which the permutations ξ ′ , ξ ′′ , ξ ′′′ ∈ {Id, ξ} are uniquely defined.
, where ψ 1 , ψ 2 is an arbitrary pair of foreign involutions, for which the native transpositions τ ′ , τ ′′ , τ ′′′ are uniquely defined.
Proof. It can be directly checked that each of the presented isotopies is an autotopy of q. To do this, it is sufficient to consider the {0, 2}-semilinear quasigroup + 4 (see Example 1 below), because all quasigroups satisfying the hypothesis of the lemma are isotopic to + 4 . It is easy to see that the set of presented autotopies is closed under the composition; that is, this set forms a group.
The completeness is checked numerically. There are 4 autotopies of each of the type (i), (ii) and 12 autotopies of each of the type (iii), (iv); totally we have 32 autotopies. On the other hand, we can bound the number of autotopies from the upper side. It follows from the nonlinearity of + 4 and Lemma 2 that for an arbitrary autotopy (ψ 0 , ψ 1 , ψ 2 ) each of the permutations ψ 0 , ψ 1 , ψ 2 maps {0, 2} to {0, 2} or {1, 3}. There are 8 ways to choose ψ 1 meeting this condition, and 8 ways for ψ 2 ; by the definition of a quasigroup, ψ 0 is determined uniquely from ψ 1 and ψ 2 . Moreover, it is easy to check that there is no autotopy with ψ 1 = Id and ψ 2 = (01). It follows that the order of the autotopy group is less than 64; hence, this group coincides with the group from the autotopies (i)-(iv). Example 1. Consider the binary quasigroup + 4 defined in (3). The permutation (02)(13) is the native involution for q; the permutations (02) and (13) are the native transpositions for q, and (0123), (0321) are the native cycles. The autotopy group of q is generated by the following (strictly speaking, redundant) set of autotopies:
(i) ((02)(13), (02)(13), Id), ((02)(13), Id, (02)(13)), (Id, (02)(13), (02)(13));
(ii) ( (13), (13), (13)); (iii) (Id, (0123), (0321)); (iv) ( (13), (03)(12), (01)(23)), ( (02), (01)(23), (01)(23)), ( (02), (03)(12), (03)(12)). Thus, we know the group of autotopies of the unique, up to isotopy, nonlinear binary quasigroup. In addition, we need examples of semilinear 3-and 4-ary quasigroups with the minimal group of autotopies. We define the n-ary quasigroup l
• n by the identity
Lemma 11. If n ≥ 3 then the autotopy group of l
• n is generated by the autotopies from Lemma 9 and has the order 2 n+1 .
We prove Lemma 11 for any n; however, we note that only the cases n = 3 and n = 4 will be used in the further discussion. For these cases, the statement of Lemma 11 can be checked directly.
Proof. Obviously, the autotopies from Lemma 9 have order 2, commute and are linearly independent; whence the order of the group generated by them follows.
The code M(l n ) of the quasigroup l n is a 2n-dimensional affine subspace of the vector space over the field GF(2) of two elements with addition ⊕ and trivial multiplication by 0 and 1.
The code M(l
is a unique closest (in the sense above) to M(l • n ) affine subspace, because any other affine subspace of the same dimension differs from M(l n ) in at least 2 2n−1 ≥ 4 · 2 n vertices. Under the action of an autotopy of l • n , the code M(l • n ) is mapped to itself (by the definition), while M(l n ) is mapped to an affine subspace (indeed, it is easy to see that any permutation of Σ is an affine transformation over GF(2)), which is also closest to M(l • n ). It follows that an autotopy of l • n is necessarily an autotopy of l n . Moreover, it also follows that under the action of such autotopy the set B n (the difference between the codes of l • n and l n ) is mapped to itself. In particular, every permutation of that autotopy stabilizes the set {0, 2}, i.e., is one of Id, (02), (13), (02)(23). As it follows from the description of the autotopy group of l n in Section 6, all such autotopies are combinations of the autotopies from Lemma 9.
A lower bound and quasigroups attaining it

The estimation
In this section, we consider an arbitrary quasigroup of order 4 and prove a sharp lower bound for the order of its autotopy group. In particular, the autotopy group of a semilinear quasigroup is rather large. For a reducible quasigroup f , we show that the nodes of its decomposition tree T 0 (f ) can be grouped into subsets, which we call bunches. Each bunch in T 0 (f ) consists of nodes of the same parity, i. e. it does not contain any adjacent nodes of the tree T 0 (f ). A current subgroup of the autotopy group Atp(f ) corresponds to each bunch, and the subgroups corresponding to different bunches are independent.
We now introduce additional notation and definitions concerning the representation of quasigroups in a form of a decomposition tree. Let f be an n-ary quasigroup of order 4 with a reduced decomposition S and the decomposition tree T = T 0 (S).
• Let N = n + 1 denote the number of leaves in the tree T , and let V be the number of nodes in T .
• A bald node is an inner vertex u of the tree T without leaves among the neighbors of u. Let E equal the number of bald nodes in T .
• A bridge node, or simply bridge, is a vertex u of degree 3 in the tree T that is adjacent to exactly one leaf. The leaf adjacent to the bridge u is called a bridge leaf. Let B equal the number of bridges in T .
• A fork is a vertex u of degree 3 in the tree T that is adjacent to exactly two leaves. Let F equal the number of forks in T .
• By G(T ), we denote the graph with the set of nodes of the tree T taken as the vertex set. Two vertices are adjacent in the graph G(T ) if the corresponding nodes are adjacent to the same bridge in T . It is easy to see that G(T ) is a forest.
• A bunch is a connected component of G(T ). Let Γ equal the number of bunches in T .
• For a bunch G in G(T ), a leaf x of the tree T belongs to the leaf set of G if x is adjacent to some node of T included in G. A bunch of the graph G(T ) is called bald if its leaf set is empty. Let L equal the number of bald bunches in T .
It is worth to note that a bridge providing a corresponding edge in a bunch G does not belong to G as its vertex. The bridge being a node is contained in another bunch which differs from G. In addition, all bridges providing the edges of the bunch G belong to one of two parts of the bipartite graph T while the nodes of G pertain to the other part of T .
For example, consider the decomposition tree designed in the Figure 1 . There are one bald node ι, five bridges γ, δ, ζ, η, θ, and one fork β. The nodes form seven bunches, namely {α, β, ε, η, ι}, {γ}, {δ}, {ζ, θ}, {κ}, {λ}, {µ}.
Since the number V of nodes in a tree T equals the number of vertices in the forest G(T ), the number B of bridges in T equals the number of edges in G(T ), and the number Γ of bunches in T equals the number of connected components of G(T ), it follows that
It is evident that the number Γ − L of non-bald bunches is less than or equal to the number V − E of non-bald nodes. Therefore, the relations 
For two different leaves x and y in the leaf set of a bunch G in the graph G(T ), we define an isotopy ψ x,y of the decomposition S in the following way. For any edge of the chain P connecting leaves x and y in the tree T we take the involution ξ = ξ(G) native to the nodes of the bunch G. Each bridge node in the chain P does not belong to G, but is adjacent to two nodes of the bunch G and one leaf z of the tree T . If a bridge v is labeled by f , then for the leaf edge of v we take a native transposition τ = τ (z) of the bridge v such that the three permutations ξ, ξ, τ in an appropriate order form an autotopy of the binary quasigroup f . Such a transposition exists by Lemma 10(iv). Finally, we take the identity permutation for the remaining edges of the tree T .
Lemma 12. For any two leaves x and y from the leaf set of a bunch in G(T ), the isotopy ψ x,y is an autotopy of the decomposition S.
Proof. Consider a bunch G and any two leaves x and y from the leaf set of G. The nodes of the chain P connecting x and y in the tree T can be partitioned into two parts. The first part consists of the nodes of the bunch G. If u ∈ P is a node of G, then by construction the isotopy ψ x,y contains the involution ξ = ξ(G) native to u for each of the two edges incident to u in the chain P and identity permutations for all other edges incident to u in the tree T . By Lemma 9, such a collection of permutations forms an autotopy of the quasigroup prescribed to the vertex u.
The second part of nodes in the chain P consists of bridges, which do not belong to the bunch G, but provide the edges of G. Let v be such a bridge in the tree T and z be the only leaf of v. By construction, the isotopy ψ x,y contains two non-native to v involutions ξ(G) and a native to v transposition τ (z) that form an autotopy of the quasigroup prescribed to the vertex v.
For each of the nodes not in the chain P , the isotopy ψ x,y induces the identity autotopy. From these arguments, we conclude that for each node in the tree T , the isotopy ψ x,y yields an autotopy of the quasigroup prescribed to this node. Consistently, ψ x,y is an autotopy of the decomposition S.
Let us note that a bald bunch, as well as a bunch with only one leaf, do not grant any autotopies of the kind ψ x,y .
Lemma 13. If a bunch G contains k 1 leaves in its leaf set, then there exist at least 2 k−1 autotopies of the decomposition S acting in the following way: on the edges incident to leaves of G, they act with identity permutations or involutions native to the nodes of G; on the edges that are incident to the leaves of the bridges connecting the nodes of G, they act with identity permutations or transpositions native to the bridges. Proof. Let {x, y 1 , . . . , y k−1 } be the leaf set of the bunch G. Autotopies ψ x,y i , i = 1, . . . , k − 1, of order 2 each commute with each other and are independent from each other since for each i only one of them, namely ψ x,y i obtains a non-identity permutation for the edge incident to the leaf y i . Therefore, these k − 1 autotopies yield 2 k−1 autotopies corresponding to the bunch G.
In further, the autotopies of the decomposition S described in Lemma 13 are called the autotopies induced by the bunch G. All them are of order 2.
If a bunch contains a fork, we can point out autotopies of order 4, which contribute additionally to the size of the autotopy group of the corresponding quasigroup.
Lemma 14. For each fork in a decomposition tree, one can find two autotopies of the decomposition acting on the leaf edges of the fork with its native cycles and on all other edges with identity permutations.
Proof. Consider a fork u in a decomposition S and let ξ be the native involution of u. Without loss of generality, we assume that the node adjacent to the fork u is its 0-th neighbor, while the leaves x and y of u are the 1-st and 2-nd neighbors respectively. For each pair ϕ 1 , ϕ 2 of cycles native to u, by Lemma 10 there exists exactly one permutation ξ ′ ∈ {Id, ξ} such that the triple ϕ = (ξ ′ , ϕ 1 , ϕ 2 ) forms an autotopy of the quasigroup f prescribed to the fork u.
If ξ ′ = Id, then ϕ and ϕ −1 are required autotopies of f , which can be finished up to autotopies of the decomposition S by use of identity permutations. If ξ ′ = ξ, then one can take the isotopy (ξ ′ , ϕ 1 , ϕ 2 )(ξ, ξ, Id) = (Id, ϕ 1 ξ, ϕ 2 ) instead of ϕ. By Lemma 10, the former is also an autotopy of the quasigroup f with its native cycles ϕ 1 ξ and ϕ 2 .
Lemma 15. Non-identity autotopies of a decomposition induced by different bunches are independent and commute with each other.
Proof. Consider a decomposition S with the tree T and two autotopies of S. If the supports of the autotopies intersect in the empty set, then they are trivially independent and commute with each other. At the same time, the supports of autotopies induced by different bunches of G(T ) can intersect only in edges of bridge nodes. Indeed, according to Lemma 14, the support of the autotopy corresponding to a fork does not exceed the set of leaf edges of the fork. As while as the support of an autotopy ψ x,y induced by a bunch G can contain only edges incident to the nodes of G. If there are more than one node in G, then some of the edges in the support of ψ x,y are also inner edges of bridges connecting nodes of G.
Thereby, it is sufficient to prove the lemma for autotopies induced by different bunches with supports intersecting in edges incident to bridge nodes. An arbitrary autotopy induced by a bunch G acts on edges in its support in the following way:
• on edges incident to nodes of G, it acts with involutions native to nodes of the bunch G;
• on leaf edges incident to bridges connecting nodes of G, it acts with transpositions native to the bridges.
Assume that a bridge v with a leaf z connects two nodes of the bunch G; and let v be contained in another bunch G ′ . By Lemma 10(iv), all autotopies induced by G contain exactly one of the two transpositions native to v, namely τ = τ (z). The transposition τ cannot generate the involution native to the bridge v. Thus, the autotopies induced by the bunch G and the autotopies induced by the bunch G ′ are independent. Consider autotopies θ = ψ x,y and θ ′ = ψ x ′ ,y ′ induced by the bunches G and G ′ respectively. Let the supports of these two autotopies contain edges incident to a bridge v in their intersection. Autotopies θ and θ ′ act on inner edges of v with involutions ξ = ξ(G) and ξ ′ = ξ ′ (G ′ ) native to G and G ′ respectively. Since involutions (01)(23), (02)(31) and (03)(12) commute with each other, we have ξξ ′ = ξ ′ ξ. The autotopy θ acts on the leaf edge of the bridge v with the transposition τ , while the autotopy θ ′ acts on this edge with some involution η ′ (or the identity permutation, which is considered trivially). Both τ and η ′ are native to v. It is obvious that, for example, the involution (01)(23) and the transpositions (01) and (23) forming it commute. The same is true for the involutions (02)(31) and (03)(12). Therefore, we get τ η ′ = η ′ τ . From the reasoning above it is follows that the autotopies θ and θ ′ commute on every edge that is contained in the intersection of their supports. This proves commutativity of autotopies of the decomposition S induced by different bunches in its tree.
Theorem 2.
For an arbitrary n-ary quasigroup f of order 4, the following inequality holds:
If n 5, then this bound is sharp. Proof. Let the quasigroup f have a reduced decomposition S with the tree T . For each bunch G with k 1 leaves, by Lemma 13 one can construct 2 k−1 autotopies of f which act on variables corresponding to leaves of the bunch G with permutations of order 2. Taking into account all bunches of the graph G(T ) except the bald ones, by use of Lemma 15 we get 2 N −(Γ −L) autotopies of f . In addition, for any fork v in the tree T , by Lemma 14 there are 2 autotopies of f which act on variables corresponding to the leaves adjacent to v with cycles native to the fork v. This contributes the factor 2 F to the number of constructed here autotopies of f . In this way, using (9) we obtain
Suppose that in the decomposition tree T there are t edges and V s vertices of degree s, s = 0, 1, 2, . . .. By definition of a quasigroup decomposition and accordingly to notation stabilized above, it can be written
It follows that
Consequently, the inequality N 2V − V 3 + 2 holds.
In accordance with the number of adjacent leaves, the nodes of degree 3 in the tree T are partitioned into forks, bridge nodes, and bald nodes (there are no vertices of degree 3 with three adjacent leaves since n > 2). Trivially, the number of bald nodes of degree 3 is not greater than the total number of bald nodes in T . Taking into account (10), we get
which allows to rewrite the estimate for N in more detail:
Hence,
Applying this inequality to (12), we derive
Let us note that the second inequality in (15) is strict if and only if the decomposition tree contains a fork or bald node. Since |Atp(f )| is an integer and the number of autotopies generated by those described in Lemmas 13 and 14 is a power of 2, we have
Further, let us show that the bound (16) is attainable. Consider the quasigroups l
and l
• 4 in Lemma 11, which we denote here by f and h correspondingly, and the quasigroup
with τ = (12), which is isotopic to the ternary quasigroup f .
The quasigroups f and g are {0, 2}-and {0, 1}-semilinear, respectively. Their autotopy groups are isomorphic to each other, namely one of them is conjugate with the other by the transposition τ . The permutation (01)(23) is a native involution for g, as (01) and (23) are native transpositions of g.
Note that only the identity permutation Id can be met in autotopies of both f and g. The same is true for h and g. Therefore, if f and g (or h and g, respectively) are adjacent in a decomposition tree of some quasigroup q, then by Lemma 8 their autotopies can concatenate to an autotopy of the decomposition of q only by the identity permutation.
Reasoning in this way, it is easy to see that for odd n 5 the quasigroup q n of arity n with a decomposition tree of kind
has the autotopy group of order 2 (n−1)/2+2 . For even n 6, the quasigroup q n of arity n with a decomposition tree of kind
has the autotopy group of order 2 n/2+2 . In both cases, the equality is attained in (16) for the quasigroups designed.
Remark 3. For n = 3 and n = 4, the bound pointed out in Theorem 2 is not sharp. The quasigroup q n described in the proof degenerates into a semilinear quasigroup, which has autotopies consisting of its native transpositions (see Lemma 11(ii)). Such autotopies are not taken into account in the estimation of Theorem 2.
The quasigroup q n also delivers the minimum for order of autotopy group in the case n ∈ {3, 4}. However, in this case the minimum is two times greater than the minimum number in Theorem 2. At the same time, any decomposition tree of a reducible quasigroup of arity n ∈ {3, 4} contains a fork. If there are two forks, then the difference can be seen from inequalities in (15). If there is one fork, then by Lemma 10(iv) the quasigroup q n has autotopies with non-identity involution acting on the inner edge of the fork, which are not considered in the proof of Theorem 2.
Quasigroups with autotopy groups of minimum order
Besides the examples of quasigroups described in the proof of Theorem 2, there are many other such quasigroups for which the equality is attained in the lower bound given by the theorem. In this section, we characterize quasigroups with this property for n odd. In our reasoning we examine the cases in which all non-strict inequalities occurring in the proof of the theorem turn into equalities. In case of even n, we have not got such an opportunity since we explicitly use the ceil function.
For odd n, the number in the right part of (11) equals 2 ⌊n/2⌋+2 = 2
2 . Based on the proof of Theorem 2, for odd n one can derive properties of reduced decompositions with exactly 2 n+3 2 autotopies. The tree of such a decomposition does not contain: (I) any vertices of degree greater than 4 (this follows from the equality in (13)), (II) any forks (the equality in (15)), (III) any bald bunches (the equality in (15)), (IV) greater than one non-bald vertex in each bunch (the equality in (10)), (V) any bald vertices of degree greater than 3 (the equality in (14)). Conditions (III)-(V) imply that in a decomposition with exactly 2 n+3 2 autotopies (III-V) each bunch contains exactly one non-bald node, which can be a bridge or node of degree 4, and possibly some bald nodes of degree 3 as well.
Let us take a reduced decomposition that satisfies the conditions (I)-(V) and label each of its nodes of degree 4 with a ternary quasigroup isotopic to l for the order of the autotopy group. On the other side, the following statement takes place.
Lemma 16. Let S be a reduced decomposition of an n-ary quasigroup f of order 4 with |Atp(f )| = 2 n+3 2 . Each node of degree 4 in the decomposition S has a ternary quasigroup isotopic to the quasigroup l • 3 as its label. Proof. There exist exactly five ternary quasigroups up to isotopy, variable permutation, and inversion [10] . One of them is linear and another one is non-semilinear. The remaining three quasigroups are semilinear, but not linear. These three are the quasigroups l
The quasigroup g admits the autotopy ϕ = ((01)(23), (01)(23), Id, Id) with two involutions non-native to g. The quasigroup h has got the autotopy ((01)(23), (01)(23), (01)(23), (01)(23)) consisting of four non-native involutions.
Suppose that the tree T of a decomposition S has a node α labeled with g (the case of h can be handled similarly). We will show that under the assumptions made one can obtain |Atp(f )| > 2 n+3 2 . With this aim, for the decomposition S we construct a special autotopy consisting of permutations in the transformation ϕ. It helps us to get the inequality.
Consider the 0-th neighbor of the node α. If it is a leaf, then we prescribe the permutation (01)(23) to the leaf edge. If the neighbor is a node, it belongs to some bunch G. According to (III), the bunch G is not bald and contains at least one leaf x. Assume that a chain P connects the leaf x with the node α in the tree T . Prescribe the permutation (01)(23) to each edge of P . If there is any bridge node in the chain P , which connects two nodes of the bunch G, we prescribe a native transposition to the leaf edge of the bridge accordingly to Lemma 10(iv). Next, we do the same construction for the 1-st neighbor of the node α and prescribe the identity permutation to the remaining edges in the tree T .
Finally, we obtain an autotopy θ of the decomposition S, because for each node v in T the permutations acting on the edges incident to v form an autotopy of the quasigroup corresponding to v. In addition, the autotopy θ does not contribute to the number given as a lower bound in Theorem 2. Indeed, in the proof of the theorem we consider only those autotopies of the decomposition which act on every edge incident to a node of degree 4 with an involution native to the node. In contrast, the autotopy θ acts on two edges incident to α with the involution (01)(23), which is not native to g. Consequently, θ increases the order of the autotopy group of f ; so, |Atp(f )| > 2 n+3 2 .
If the quasigroups h is prescribed to the node α, then one can construct an additional autotopy of f in the same way. The only difference is that in this case all neighbors of the node α should be considered.
A decomposition tree satisfying conditions (I)-(V) can be constructed using the following procedure.
Construction T
Step 1. Take an arbitrary tree T 1 with exactly (n−1)/2 vertices, which we call nodes. The degree of each node should not exceed 3.
Step 2. Connect 4 − i new leaves to each node of degree i ∈ {1, 2, 3} in the tree T 1 . Degree of each node in the resulting tree T 2 equals 4.
Step 3. Select some (maybe none, maybe all) nodes adjacent to exactly one leaf. Replace each selected node s by two new nodes u s and v s of degree 3 adjacent to each other. Four neighbors of v can be distributed among the neighborhoods of u s and v s in any of three possible ways. Denote the tree obtained at this step by T 3 .
Step 4. Divide the nodes of T 3 into two independent parts V 1 and V 2 , which is possible because any tree is a bipartite graph.
Step 5. To each node in the part V i , i = 1, 2, assign a {0, i}-semilinear quasigroup isotopic to + 4 or l • 3
Step 6. Finally, choose a leaf to represent the value of the quasigroup, index the neighbors of each node in an appropriate way and get a decomposition tree T of some quasigroup f .
Moreover, it turns out that, for every quasigroup f which meets the bound on the order of its autotopy group, one can build a quasigroup isotopic to f using Construction T. is isotopic to some quasigroup with a decomposition tree obtained with Construction T.
Proof. Let T be a decomposition tree built using the construction. Nodes of degree 3 are combined in pairs "bald node -bridge node" input at Step 3. In each pair, the bald node is included into some bunch, while the bridge node corresponds to an edge of that bunch. Since a bunch is a tree and the number of vertices in a tree is one more than the number of edges, every bunch contains exactly one non-bald node. By construction, it is a bridge node or node of degree 4. Therefore, the tree T satisfies conditions (I)-(V).
On the other hand, consider a quasigroups f that meets the bound 2 n+3 2 on the order of the autotopy group. Let T be the tree of a decomposition of f . From condition (III-V), it follows that in any bunch the numbers of bald nodes and edges coincide. Consequently, there is a one-to-one correspondence between the bridges and the bald nodes, all of which have degree 3. In addition, we can require that a bridge is adjacent to its corresponding bald node. Shrinking the pairs of corresponding nodes of degree 3 (an operation reverse to Step 3), we get a tree whose all nodes are non-bald and of degree 4. Any such a tree can be obtained at Step 2. By Lemmas 6 and 16, the node labeling of the decomposition tree T conforms to the labeling at Step 5.
An upper bound
In this section, we prove that the maximum order of the autotopy group of an n-ary quasigroup of order 4 equals 6 · 2 n , and only the linear quasigroup, which is unique up to isotopy, reaches the upper bound. We also determine the quasigroups that have the maximum order of autotopy groups among the nonlinear quasigroups and point out this order as well.
Here we use Orbit-Stabilizer Theorem. In our case, this theorem says that the order of the autotopy group of a code M equals the size of the stabilizer of any element x ∈ M multiplied by size of the orbit of x under the action of the autotopy group. Let us start with several auxiliary statements concerning autotopies of a n-ary quasigroups that stabilize a certain element in the quasigroup code. For simplicity, that element is usually considered to be the all-zero tuple (0, . . . , 0). The next lemma takes place for a quasigroup of any order k.
Lemma 17. Let f be an n-ary quasigroup and f (0, . . . , 0) = 0. Then an arbitrary autotopy (θ 0 , . . . , θ n ) ∈ Atp(f ) stabilizing the all-zero tuple is uniquely determined by any single of its permutations θ i , i ∈ {0, . . . , n}. In particular, if for some i ∈ {0, . . . , n} the permutation θ i is identity, then all the others are also identity.
Proof. Without loss of generality, given the permutation θ 0 , we express the permutations θ 1 , . . . , θ n in terms of it.
Assume that (θ 0 , . . . , θ n ) is an autotopy of f such that θ i 0 = 0, i = 0, 1, . . . , n. By the By the autotopy definition, we get
which is equivalent to
One can see that the permutation θ 1 is entirely determined by the quasigroup f and permutation θ 0 . In the same manner, we can express any of θ 0 , . . . , θ n through any other one. Finally, by the argumentation above it is evident that, for example, θ 0 = Id imply θ i = Id for any i ∈ {1, . . . , n}.
Corollary 1.
Let f be an n-ary quasigroup with an autotopy θ = (θ 0 , . . . , θ n ). If θ stabilizes a tuple (a 0 , . . . , a n ) from M(f ), then all of the permutations θ i , i = 0, . . . , n, have the same order.
Proof. By the hypothesis, (a 0 , . . . , a n ) ∈ M(f ); that is a 0 = f (a 1 , . . . , a n ). Consider the quasigroup g defined as
where τ = (τ 0 , . . . , τ n ) is an isotopy consisting of the transpositions τ i = (0 a i ), i = 0, . . . , n. It is easy to verify that g(0, . . . , 0) = 0 and the isotopy δ = τ θτ = (τ 0 θ 0 τ 0 , . . . , τ n θ n τ n ), conjugate to θ, is an autotopy of g stabilizing the all-zero tuple.
By Lemma 17, for any integer r, all permutations from the autotopy δ r are identity if there is at least one identity permutation among them. Consequently, all permutations δ i , i = 0, . . . , n, have the same order.
It remains to note that the permutations δ i , θ i are of the same order because δ
Lemma 18. Let f be an n-ary quasigroup of order 4 such that f (0, . . . , 0) = 0. If f has an autotopy θ of order 2 that stabilizes the all-zero tuple, then f is semilinear.
Proof. By Corollary 1, each of the permutations θ i , i = 0, . . . , n, has order 2. Since θ i (0) = 0 for each i = 0, . . . , n, we have θ i ∈ {(12), (13), (23)}. Without loss of generality, assume that θ 0 = . . . = θ n = (23) (otherwise, consider a quasigroup isotopic to f that has the autotopy consisting of permutations (23)).
For every (x 1 , . . . , x n ) from {0, 1} n and for x 0 = f (x 1 , . . . , x n ), we have
Since θ 0 = (23), the value of x 0 can only be 0 or 1. Therefore, the quasigroup f maps {0, 1} n to {0, 1}. So, f is semilinear by the definition.
Lemma 19. Let f be an n-ary quasigroup of order 4 such that f (0, . . . , 0) = 0. If f has an autotopy θ of order 3 that stabilizes some tuple (a 0 , . . . , a n ) ∈ M(f ), then f is linear. Proof. By Corollary 1, each of the permutations θ i , i = 0, . . . , n, has order 3.
(i) If f is {0, 1}-, {0, 2}-, or {0, 3}-semilinear in every variable, then it is {a, b}-semilinear for any a = b ∈ Σ and, consequently, linear. Hence, the lemma is true for semilinear quasigroups.
(ii) Assume f is not semilinear. Consider a proper decomposition S of f and the corresponding tree T . The autotopy δ of S induced by θ has the same order 3. Therefore, δ consists of 3-cycles or identity permutations. Each of those permutations stabilizes some element in Σ.
Consider an arbitrary non-bald node v labeled by a quasigroup g. The autotopy of g induced by δ satisfies the hypothesis of Corollary 1; so, each of its permutations has order 3. Since S is a proper decomposition, g is semilinear, and from item (i) of this proof we conclude that it is linear. This contradicts the definition of a proper decomposition.
Theorem 4. (i)
The maximum order for an autotopy group of an n-ary quasigroup of order 4 equals 6 · 4 n ; only the linear quasigroups reach this maximum.
(ii) The maximum order for an autotopy group of a nonlinear n-ary quasigroup of order 4 equals 2 · 4 n ; only the semilinear quasigroups whose autotopy group acts transitively on their codes reach this maximum.
Proof. Consider an arbitrary n-ary quasigroup f of order 4. Without loss of generality, we assume that f (0, . . . , 0) = 0.
By Orbit-Stabilizer Theorem, the order of Atp(M(f )) equals the size of its stabilizer subgroup with respect to (0, . . . , 0) ∈ M(f ) multiplied by the size of the orbit of (0, . . . , 0) under the action of Atp(M(f )).
For the all-zero tuple, the size of its orbit does not exceed the cardinality of M(f ), i.e., 4 n (the equality takes place if and only if the orbit coincides with the code; in other words if the action of the autotopy group is transitive on the code.)
Next, consider the size of the stabilizer with respect to the all-zero tuple. For a nonsemilinear quasigroup, it equals 1 by Lemmas 18 and 19. As for a semilinear quasigroup that is not linear, the size of the stabilizer is 2 (at least 2 by Lemma 11; at most 2 by Lemmas 17 and 19). So, (ii) is proved.
Since any linear quasigroup is isotopic to the quasigroup l n (x 1 , . . . , x n ) = x 1 ⊕ . . . ⊕ x n , it remains to find |Atp(l n )|. For an arbitrary tuple (a 0 , . . . , a n ) ∈ M(l n ), the mapping (x 0 , . . . , x n ) → (x 0 ⊕ a 0 , . . . , x n ⊕ a n ) maps (0, . . . , 0) to (a 0 , . . . , a n ) and induces an autotopy of l n . Hence, the size of the orbit of (0, . . . , 0) equals 4 n . The size of the stabilizer with respect to (0, . . . , 0) is at most 3! by Lemma 17. On the other hand, for each of 3! permutations θ * of Σ such that θ * (0) = 0, we have ab autotopy θ = (θ * , . . . , θ * ) (this can be checked by induction on the arity n). Therefore, the size of the stabilizer equals 6, and the order of the autotopy group of any linear n-ary quasigroup of order 4 is 6 · 4 n .
In conclusion, we should note that the semilinear n-ary quasigroups with transitive autotopy groups were characterized in [4] , where a correspondence between such quasigroups and Boolean polynomials of degree at most 2 was established.
О числе автотопий n-арных квазигрупп порядка 4 * † Е. В. Горкунов, Д. С. Кротов, В. Н. Потапов
Аннотация
Алгебраическая система из конечного множества Σ мощности k и n-местной операции f , обратимой в каждом аргументе, называется n-арной квазигруп-пой порядка k. Автотопией n-арной квазигруппы (Σ, f ) называется такой набор
Показано, что любая n-арная квазигруппа порядка 4 имеет не меньше чем 2 [n/2]+2 и не больше чем 6 · 4 n автотопий. Получена характеризация n-арных квазигрупп порядка 4 с 2 (n+3)/2 , 2 · 4 n , и 6 · 4 n автотопиями.
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Введение
Обозначим через Σ множество из k элементов 0, 1, . . . , k − 1. Декартова степень Σ n состоит из всех упорядоченных наборов длины n, образованных элементами из Σ. Алгебраическая система с носителем Σ и n-арной операцией f : Σ n → Σ, обратимой по каждому аргументу, называется n-арной квазигруппой порядка k (иногда, для краткости, n-квазигруппой или просто квазигруппой). Соответствующую операцию f также принято называть квазигруппой.
Изотопией множества Σ n+1 называется набор θ = (θ 0 , θ 1 , . . . , θ n ) перестановок из симметрической группы S k , действующей на Σ. Действие изотопии на Σ n+1 задается по правилу
Для обозначения изотопий и состовляющих их перестановок мы будем использовать греческий алфавит, а при записи их действия на элементы Σ иногда будем опускать скобки. * Результаты работы были частично доложены на Международной конференции Мальцевские чтения (Новосибирск, 12-15 ноября 2013) † Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных научных исследований СО РАН № I.1.1., проект № 0314-2016-0001, и грантов РФФИ 10-01-00616, 13-01-00463
(1)
Если же f = g, то любая изотопия θ, для которой выполнено (1), называется ав-тотопией квазигруппы f . Группой автотопий Atp(f ) квазигруппы f называется группа, состоящая из всех автотопий квазигруппы f (групповой операцией является суперпозиция). Напомним, что 2-квазигруппа f с нейтральным элементом e, для которого при любом a ∈ Σ имеют место равенства f (e, a) = f (a, e) = a, является лупой. Если же лупа f удовлетворяет аксиоме ассоциативности f (x, f (y, z)) ≡ f (f (x, y), z), то перед нами уже группа. Известно (см., например, [1] ), что все 2-квазигруппы порядка 4 изотопны либо группе Z 2 × Z 2 , либо группе Z 4 . Таким образом, квазигруппа может иметь групповые характеристики, которые иллюстрируют ее алгебраическую при-роду.
Вместе с тем, понятие квазигруппы допускает чисто комбинаторное толкование. Назовем линией в Σ n+1 подмножество из n элементов, которые попарно отлича-ются ровно в одной координате. Для квазигруппы f :
} будем называть кодом квазигруппы f . Термин код заимствован из теории кодов, исправляющих ошибки, в рамках которой мно-жество M(f ) является МДР-кодом с расстоянием 2 (эквивалентным понятием, также хорошо известным в комбинаторике, является латинский гиперкуб). Код квазигруп-пы характеризуется как подмножество Σ n+1 мощности k n , пересекающее каждую линию ровно по одному элементу. Такой взгляд позволяет увидеть квазигруппу с ее комбинаторной стороны. Заметим, что коды изотопных квазигрупп изотопны, а именно, из (1) следует, что M(g) = θ −1 (M(f )). В настоящей статье исследуются автотопии квазигрупп порядка 4. Установлены точные верхняя и нижняя оценки на порядок группы автотопий такой квазигруп-пы. В некотором роде является естественным тот факт, что наиболее богатой группа автотопий оказалась у квазигрупп, называемых линейными, со структурой, близкой к групповой. Также в статье характеризуются квазигруппы с минимальным и пред-максимальным (то есть следующим за максимальным) порядками группы автотопий.
Понятие автотопии представляет собой обобщение более частного понятия авто-морфизм и отражает в некотором смысле регулярность или симметричность квазигруппы как комбинаторного объекта. Изучение преобразований объемлюще-го пространства, отображающих объект на себя, является классической, но вместе с тем и трудной задачей, рассматриваемой во многих областях математики. Сложность подобных задач иллюстрируется теоремой Фрухта [2] о том, что каждая конечная группа изоморфна группе автоморфизмов некоторого графа, а также аналогичным результатом, касающимся совершенных кодов в теории кодирования [3] .
В теории кодирования изучается группа автоморфизмов кода, порожденная изо-метриями метрического пространства, относительно которых этот код инвариантен. Здесь мы находим еще один пример того, что объект с групповыми свойствами имеет наиболее богатую группу автоморфизмов. В работах [4] , [5] , [6] показано, что двоич-ный код Хэмминга, линейный совершенный код, имеет максимальную по мощности группу автоморфизмов среди двоичных совершенных кодов, причем ее порядок ми-нимум вдвое превосходит порядки групп автоморфизмов других двоичных совер-шенных кодов той же длины.
Предлагаемая статья организована следующим образом. В разделе 2 приведены базовые определения и утверждения. В разделе 3 раскрывается представление ква-зигрупп, необходимое для дальнейшего доказательства основных результатов. Вспо-могательные утверждения об автотопиях квазигрупп собраны в разделе 4. Дока-зательство нижней оценки на порядок группы автотопий квазигруппы порядка 4 следует в разделе 5. В разделе 5.1 обсуждаются квазигруппы, имеющие наимень-шую по мощности группу автотопий, порядок которой достигает нижней границы. Наконец, в разделе 6 устанавливается верхняя оценка на порядок группы автото-пий квазигруппы порядка 4 и доказывается, что она достигается только линейными квазигруппами. Там же установлен максимальный порядок группы автотопий нели-нейной квазигруппы порядка 4 и доказано, что он достигается только на изотопно транзитивных квазигруппах, описанных в работе [7] .
Обозначения и основные факты
Очевидно, обращение n-квазигруппы по произвольному аргументу является n-квази-группой. Под 0-м аргументом n-квазигруппы f будем понимать значение функции f (x 1 , . . . , x n ), которое, формально не являясь аргументом самой операции f , ассоци-ируется с i-м аргументом её обращения f i . В настоящей статье исследуются автотопии квазигрупп порядка 4, то есть всю-ду далее Σ = {0, 1, 2, 3}. Квазигруппа f порядка 4 называется полулинейной, если найдутся a j , b j ∈ Σ, a j = b j , j = 0, 1, . . . , n, для которых имеет место
В этом случае будем также говорить, что квазигруппа f является {a j , b j }-полули-нейной по j-му аргументу, j = 0, 1, . . . , n. Заметим, что если в тождестве (2) любые два из множеств {a j , b j } заменить на их дополнения в Σ, то тождество останется верным. Таким образом, по каждому аргументу полулинейная квазигруппа явля-ется {0, 1}, {0, 2} или {0, 3}-полулинейной. Если f является {a, b}-полулинейной по каждому своему аргументу, то будем называть ее просто {a, b}-полулинейной. Квазигруппа f линейна, если по каждому своему аргументу она {a, b}-полулиней-на для любых a, b ∈ Σ.
Каждая 2-квазигруппа изотопна одной из двух квазигрупп ⊕, + 4 с таблицами 
Квазигруппы (Σ, ⊕) и (Σ, + 4 ) суть группы Z 2 × Z 2 и Z 4 , соответственно (напомним, группа это ассоциативная 2-квазигруппа с нейтральным элементом).
Замечание 1. В таблицах значений (3) элементы 0, 2, 1, 3 упорядочены не лекси-кографически, а по возрастанию порядка в группе Z 4 . Таким образом легче наблю-дать полулинейную структуру данной группы. В дальнейшем, аналогично, таблицы значений {0, 2}-полулинейных n-квазигрупп удобно мыслить n-мерными массивами 4 × . . . × 4, которые разбиты на n-мерныe подмассивы 2 × . . . × 2, заполненные двумя значениями 0, 2 или 1, 3.
Итерированную n − 1 раз квазигруппу ⊕ обозначим через l n , то есть
(ii) Если n-квазиг-руппа является одновременно {0, 1}-и {0, 2}-полулинейной по некоторому своему аргументу, то она линейна.
Квазигруппа f арности n называется разделимой, если для некоторого целого числа m, 2 m < n, и перестановки σ ∈ S n справедливо представление f в виде бесповторной композиции
(бесповторность означает, что каждая переменная встречается в правой части только один раз). Без ограничения общности, можем полагать, что квазигруппа g неразде-лима. В [9] получено описание квазигрупп порядка 4 в терминах полулинейности и раз-делимости. Теорема 1. Произвольная n-арная квазигруппа порядка 4 является разделимой или полулинейной.
Представление квазигрупп
Согласно теореме 1, квазигруппа, не являющаяся полулинейной, может быть представлена в виде бесповторной композиции двух или более полулинейных ква-зигрупп (в числе которых могут оказаться одинаковые квазигруппы, равно как и линейные). Запись квазигруппы f в виде бесповторной композиции квазигрупп ар-ности больше 1 будем называть разложением f . Отметим, что квазигруппа может иметь несколько разложений. В простейшем случае, квазигруппа представляет свое собственное тривиальное разложение.
В дальнейшем будем использовать графическое представление разложения ква-зигруппы в виде помеченного дерева. Внутренние вершины этого дерева (степень которых не меньше 3) будем называть узлами и обозначать символами u, v, w, с индексами или без них, а листья (вершины степени 1)
символами переменных x 1 , x 2 , . . . , y, z. Ребро, инцидентное листу дерева, назовем листовым. Остальные реб-ра будем называть внутренними.
Сначала, определим рекурсивно корневое дерево T (S) разложения S (понятие кор-невого дерева разложения вводится как вспомогательный термин для определения дерева разложения и после этого использоваться не будет).
1) Переменной x i поставим в соответствие дерево, состоящее из одной вершины степени 0, являющейся корнем и помеченной самой переменной x i .
2) Пусть разложение S имеет вид S = h(S 1 , . . . , S n ). Если разложениям и/или переменным S 1 , . . . , S n соответствуют корневые деревья T 1 , . . . , T n , то дерево T (S) строим следующим образом. Корнем дерева определим новую вершину u и припишем ей метку h. Последовательно соединим вершину u с корнями деревьев T 1 , . . . , T n . При этом будем считать, что корень дерева T j , j ∈ {1, ..., n}, является j-м соседом вершины u. С другой стороны, вершину u будем считать нулевым соседом корня дерева T j .
Деревом разложения (не корневым) будем называть дерево, полученное присо-единением листа x 0 в качестве нулевого соседа к корню дерева T (S). Дерево без корня для разложения S обозначим через T 0 (S). Лист x 0 соответствует нулевому аргументу, то есть значению квазигруппы, которую представляет разложение S.
Дерево T 0 (S) разложения S квазигруппы f можно также мыслить как дерево разложения для кода M(f ). При этом важно понимать, что только нумерация ли-стьев и соседей каждой внутренней вершины определяет, какие аргументы являются независимыми для квазигруппы f или каждого элемента разложения. Сменив эту нумерацию, мы можем получить дерево разложения для обращения f по любому из аргументов. А именно, чтобы получить разложение для f <i> , достаточно для каждой внутренней вершины пути из x 0 в x i поменять между собой номера двух соседей и заменить метку вершины на соответствующее обращение, а также поменять между собой метки листьев x i и x 0 . Порядок, определенный на множестве соседей каждого узла, однозначно задает порядок аргументов входящих в разложение квазигрупп и квазигруппы, представленной разложением. Отметим, что поскольку группы авто-топий квазигруппы и ее обращений изоморфны, с точки зрения вопросов, рассмат-риваемых в настоящей работе, нам не всегда необходимо помнить, какой именно из аргументов является нулевым, и во многих рассуждениях мы не будем его отдельно выделять.
Для разложения и соответствующего ему дерева определим операцию стягива-ния. Предположим, разложение S содержит фрагмент
для некоторой (n 1 + n 2 − 1)-квазигруппы g. В этом случае результатом стягивания квазигрупп f 1 и f 2 в разложении S определим разложение S, полученное из S заменой фрагмента (5) на g(S 1 , . . . , S n ) . Подчеркнем, что речь идет о конкретных вхождениях квазигрупп f 1 и f 2 в разложение S, в котором фрагмент вида (5) может встречаться неоднократно.
Соответственно стягиваются смежные вершины u и v в дереве разложения T 0 (S), помеченные метками f 1 и f 2 . Указанная пара вершин заменяется на новую верши-ну w с меткой g, соседями которой становятся все соседи удаленных вершин. Соседям вершины w последовательно присваиваются номера 0, . . . , n 1 +n 2 −1 в следующем по-рядке. Сначала нумеруются соседи вершины u с номерами 0, . . . , i − 1 (с сохранением порядка), затем соседи вершины v с номерами 1, . . . , n 2 , после чего оставшиеся соседи вершины u с номерами i + 1, . . . , n 1 . В результате получается дерево разложе-ния T 0 ( S). Тривиально, имеем: Лемма 3. Стягивание не изменяет квазигруппу, которую представляет разложение.
Разложение (и его дерево) назовем полулинейным, если все входящие в него ква-зигруппы полулинейны.
Рассмотрим в дереве разложения два соседних узла u, v с метками f 1 , f 2 . Допу-стим при этом, что u является нулевым соседом v, а v является i-м соседом u. Узлы u и v назовем согласованными, если для некоторых a, b ∈ Σ квазигруппа f 1 является {a, b}-полулинейной по i-му аргументу, а f 2 {a, b}-полулинейной по нулевому.
Лемма 4.
При стягивании двух согласованных узлов в полулинейном дереве оно остается полулинейным.
Proof. Пусть квазигруппы f 1 и f 2 арности n 1 и n 2 соответствуют согласованным узлам в дереве разложения, причем для некоторой квазигруппы g арности n 1 + n 2 −1 на множестве Σ n 1 +n 2 −1 справедливо (6). Для доказательства леммы достаточно убе-диться, что квазигруппа g полулинейна. Это нетрудно сделать, используя указанное тождество и определение полулинейной квазигруппы.
Полулинейное разложение (и его дерево) назовем правильным, если в дереве этого разложения отсутствуют пары согласованных узлов.
Лемма 5. Произвольная квазигруппа порядка 4 имеет правильное разложение.
Proof. По теореме 1 у любой n-арной квазигруппы порядка 4 имеется полули-нейное разложение. Поскольку в дереве такого разложения не более n − 1 узлов, последовательно стягивая пары согласованных, не более чем за n − 2 шагов получим правильное разложение.
Замечание 2. Правильное разложение в общем случае не единственно и зависит от порядка стягивания. Простейшим примером являются два способа стянуть разложе-ние f (g(h(x 1 , x 2 ), x 3 ), x 4 ), в котором f и g суть {0, 1}-полулинейные квазигруппы, а g и h суть {0, 2}-полулинейные квазигруппы, при этом f и h не являются линейны-ми, в отличие от g. В правильном разложении нелинейной квазигруппы отсутствуют линейные квазигруппы, поскольку узел, помеченный линейной квазигруппой, согла-сован с каждым из соседних узлов.
Пусть S некоторое разложение и T 0 (S) дерево этого разложения с множе-ством ребер E. Изотопией разложения назовем набор перестановок θ = (θ e ) e∈E мно-жества Σ, действующий на разложение S следующим образом. Если узел в дере-ве T 0 (S) имеет метку f i и ребро e j , j = 0, 1, . . . , n i , j-е ребро, инцидентное этому узлу, то f i заменяется на метку f
В результате получим дерево некоторого разложения θ(S). Очевидно следующее утверждение.
Лемма 6. Изотопные разложения представляют изотопные квазигруппы. Точнее, если θ изотопия разложений квазигрупп f и f ′ , то
где e j ребро, инцидентное листу x j , j = 0, 1, . . . , n. Автотопией разложения S назовем изотопию θ такую, что θ(S) = S. Носителем автотопии назовем множество ребер, которым сопоставлена нетождественная пере-становка. Правильное разложение (и его дерево) назовем приведенным, если каждая входящая в него квазигруппа {0, 1}-или {0, 2}-полулинейна.
Лемма 7.
Для произвольной квазигруппы порядка 4 найдется изотопная ей квази-группа с приведенным разложением.
Proof. Рассмотрим n-квазигруппу f и построим изотопную ей квазигруппу, об-ладающую приведенным разложением. Начнем с правильного разложения S квази-группы f , которое существует по лемме 5. Множество вершин дерева разложения T 0 (S), как двудольного графа, разобьем на две доли; вершины одной доли назовем четными, другой нечетными.
Подберем такую изотопию θ, что нечетные узлы разложения θ(S) будут {0, 1}-полулинейными, а четные {0, 2}-полулинейными. Для этого определим переста-новку θ e для каждого ребра e в дереве T 0 (S).
Рассмотрим два случая. Пусть сначала e соединяет два узла нечетный с мет-кой g и четный с меткой h. Допустим, что g является i-м соседом h, который в свою очередь является нулевым соседом g. Заметим, что если квазигруппа g является {0, a}-полулинейной по нулевому аргументу, а квазигруппа h является {0, b}-полу-линейной по i-му, то a = b, поскольку разложение S правильное. В этом случае положим θ e (0) = 0, θ e (1) = a, θ e (2) = b, θ e (3) ∈ {1, 2, 3} \ {a, b}.
Теперь обратимся ко второму случаю, когда одна из вершин ребра e является уз-лом и отмечена квазигруппой g, а вторая является i-м соседом первой и представляет собой переменную x. Допустим, g является {0, a}-полулинейной по i-му аргументу. Тогда положим θ e = (1a), если рассматриваемый узел входит в нечетную долю дере-ва T 0 (S), и θ e = (2a), если в четную.
Рассмотрим действие построенной изотопии на разложение S. Узел дерева раз-ложения T 0 (S), помеченный квазигруппой f i , в дереве T 0 (θ(S)) будет помечен квази-группой f ′ i из (7). Предположим, что f i является {0, a}-полулинейной по j-му аргу-менту. Тогда по лемме 2 квазигруппа f ′ i будет {0, 1}-полулинейной по j-му аргументу, если f i нечетный узел, и {0, 2}-полулинейной по j-му аргументу, если f i четный узел.
Таким образом, разложение θ(S) является приведенным по определению. По лем-ме 6 квазигруппа, которую представляет это разложение, изотопна исходной квази-группе f .
Автотопии квазигрупп
Рассмотрим n-арную квазигруппу f , образованную композицией m-квазигруп-пы g и (n − m + 1)-квазигруппы h:
На группах автотопий квазигрупп g и h операцию⊗ определим следующим образом:
Хотя мы уже ограничили себя рассмотрением квазигрупп только порядка 4, следу-ющая лемма верна для произвольного порядка.
Заметим, что если указанная перестановка π 0 существует, то она однозначно опре-деляется перестановками π 1 , . . . , π m , поскольку для каждой вершины в Σ n квазиг-руппа g принимает одно значение. Кроме того, если положить π 0 = τ 1 , то π ∈ Atp(g) тогда и только тогда, когда τ ∈ Atp(h). Действительно, отношение π ∈ Atp(g) по определению означает, что равенства
Последнее равенство эквивалентно тому, что для любого (t, x m+1 , . . . ,
Таким образом, остается показать, что существует перестановка π 0 ∈ S 4 , для которой π ∈ Atp(g). Ввиду условия θ ∈ Atp(f ), можем записать в частности, что для любого (x 1 , . . . , x m ) ∈ Σ m справедливы равенства
Очевидно, что 1-квазигруппы
суть перестановки из S 4 . Таким образом, (8) можно переписать в виде:
2 (q 1 (·)), имеем (π 0 , . . . , π m )) ∈ Atp(g). Из леммы 8 и результатов предыдущего раздела следует, что при изучении груп-пы автотопий квазигруппы можно считать, что она представима в виде бесповтор-ной композиции квазигрупп, каждая из которых {0, a}-полулинейна для некоторого a ∈ Σ, но не линейна.
В оставшейся части данного раздела мы докажем три леммы о минимальной группе автотопий полулинейной квазигруппы. При описании автотопий удобно ис-пользовать следующие обозначения.
Для нелинейной {0, a}-полулинейной квазигруппы, a ∈ Σ \ {0}, (и соответствую-щего ей узла) перестановку (0a)(bc), где {b, c} = Σ\{0, a} назовем родной инволюцией, а (0b)(ca) и (0c)(ab) -неродными инволюциями.
Каждую из транспозиций (0a) и (bc), образующих родную инволюцию (0a)(bc), назовем родной транспозицией полулинейной квазигруппы (узла).
Две циклические перестановки (0bac) и (0cab), квадрат которых равен родной инволюции (0a)(bc), назовем родными циклами полулинейной квазигруппы (узла).
Лемма 9. Следующие изотопии принадлежат группе автотопий {0, a}-полулинейной n-арной квазигруппы f , где a ∈ Σ \ {0}.
(i) Изотопия, в произвольном порядке составленная из двух родных инволюций и n − 1 тождественных перестановок.
(ii) Изотопия из n + 1 родных транспозиций, отличных от (0a), если f ({0, a} n ) = {0, a}, или изотопия из n + 1 родных транспозиций, ровно одна из которых совпадает с (0a), если f ({0, a} n ) = Σ\{0, a}.
Proof. Без потери общности положим a = 1. Тождество (2) выполнено для лю-бых {a i , b i } из {{0, 1}, {2, 3}}, i = 1, . . . , n (пара {a 0 , b 0 } определяется однозначно по всем остальным и также совпадает с {0, 1} или {2, 3}).
(i) Применение родной инволюции (01)(23) в одном из аргументов изменяет зна-чения квазигруппы во всех точках, но при этом оставляет множества {a 1 , b 1 } × . . . × {a n , b n } с указанными выше ограничениями на месте. Из (2) следует, что значения квазигруппы меняются также в соответствии с родной инволюцией. При примене-нии родной инволюции в некотором другом аргументе мы опять получим исходную квазигруппу.
(ii) Пусть f ({0, 1} n ) = {0, 1}. Рассмотрим произвольный набор значений аргумен-тов (x 1 , . . . , x n ) и значение квазигруппы x 0 на этом наборе. Среди x 0 , x 1 , . . . , x n четное число значений из {2, 3}. Таким образом, применяя последовательно транспозицию (23) к каждому из аргументов, мы изменим значение квазигруппы четное число раз, при этом изменения не выводят значение за рамки пары {0, 1} или пары {2, 3}. В итоге мы получаем, что после применения всех транспозиций значение квазигруппы не изменилось. Случай f ({0, 1} n ) = {2, 3} рассматривается аналогично.
Лемма 10. Пусть {a, b}-полулинейная бинарная квазигруппа q порядка 4 не яв-ляется линейной и имеет родную инволюцию ξ. Группа автотопий квазигруппы q исчерпывается следующими преобразованиями.
Proof. То, что каждая из представленных изотопий является автотопией, прове-ряется непосредственно. Для этого рассмотрим {0, 2}-полулинейную бинарную ква-зигруппу + 4 (см. пример 1 ниже), поскольку все квазигруппы, удовлетворяющие условию леммы, изотопны ей. Легко видеть, что множество представленных автото-пий замкнуто, то есть образует группу.
Полноту проверим численно. Имеется по 4 автотопии типа (i) и (ii), по 12 авто-топий типа (iii) и (iv), то есть всего 32 автотопии. Оценим число автотопий с другой стороны. Из нелинейности квазигруппы + 4 и леммы 2 следует, что для произвольной автотопии (ψ 0 , ψ 1 , ψ 2 ) каждая из перестановок отображает {0, 2} в {0, 2} или {1, 3}. Существует по 8 способов выбрать ψ 1 и ψ 2 , удовлетворяющие указанному условию; по определению квазигруппы ψ 0 задается однозначно. Более того, легко проверить, что не существует автотопии с ψ 1 = Id и ψ 2 = (01). Таким образом, группа автото-пий имеет порядок меньше 64, и следовательно, совпадает с группой, состоящей из автотопий (i)-(iv). Пример 1. Рассмотрим бинарную квазигруппу + 4 , определенную в (3). Перестанов-ка (02)(13) является родной инволюцией квазигруппы q, перестановки (02) и (13) родные транспозиции для q, а перестановки (0123) и (0321) родные циклы. Группа автотопий квазигруппы q порождается следующим множеством автотопий (строго говоря, избыточным):
(i) ((02)(13), (02)(13), Id), ((02)(13), Id, (02)(13)), (Id, (02)(13), (02)(13)); (ii) ((13), (13), (13)); (iii) (Id, (0123), (0321)); (iv) ((13), (03)(12), (01)(23)), ((02), (01)(23), (01)(23)), ((02), (03)(12), (03)(12)). Таким образом, мы знаем группу автотопий единственной, с точностью до изо-топии, нелинейной бинарной квазигруппы. Кроме этого, нам понадобятся примеры полулинейных 3-и 4-арных квазигрупп с минимальной группой автотопий. Опреде-лим n-арную квазигруппу l
Лемма 11. При n ≥ 3 группа автотопий n-квазигруппы l
• n порождается автотопиями из леммы 9 и имеет порядок 2 n+1 .
Перед тем как привести доказательство, заметим, что в дальнейшем нам пона-добятся только случаи n = 3 и n = 4, для которых можно провести доказательство прямой проверкой, ручной или машинной.
Proof. Очевидно, что автотопии из леммы 9 имеют порядок 2, коммутируют и линейно независимы, откуда следует порядок порождаемой ими группы.
Код M(l n ) квазигруппы l n является 2n-мерным аффинным подпространством векторного пространства над полем GF(2) из двух элементов со сложением ⊕ и три-виальным умножением на нулевой и единичный элементы поля. Код M(l
в аффинное подпространство (действительно, легко убедиться, что любая перестановка множе-ства Σ является аффинным преобразованием над GF(2)), которое также является ближайшим к M(l • n ). Таким образом, автотопия квазигруппы l • n является автотопи-ей линейной квазигруппы l n . Кроме того, отсюда следует, что под действием такой автотопии множество B n (разность между кодами этих квазигрупп) переходит са-мо в себя. В частности, каждая перестановка этой автотопии стабилизирует {0, 2}, то есть является одной из Id, (02), (13), (02)(23). Как следует из описания группы автотопий l n в разделе 6, все такие автотопии являются комбинацией автотопий из леммы 9.
Нижняя оценка
В этом разделе рассмотрим произвольную квазигруппу порядка 4 и докажем дости-жимую нижнюю оценку на порядок ее группы автотопий. В частности, полулиней-ные квазигруппы имеют достаточно большие группы автотопий. Для разделимой квазигруппы будет показано, что узлы дерева разложения можно сгруппировать по группам, которые мы называем гроздьями (каждая гроздь состоит из узлов одной четности, то есть в ней нет соседних узлов); каждой грозди соответствует подгруппа группы автотопий квазигруппы, причем подгруппы, соответствующие разным гроз-дьям, независимы.
Введем дополнительные обозначения и определения, связанные с представлением квазигрупп в виде дерева разложения. Пусть f n-арная квазигруппа порядка 4, имеющая приведенное разложение S с деревом разложения T = T 0 (S).
• Положим N = n + 1 число листьев в дереве T , а через V обозначим число узлов в нем.
• Лысый узел внутренняя вершина дерева T , среди соседей которой отсутству-ют листья. Число лысых узлов в T обозначим через E.
• Мост вершина степени 3, смежная ровно с одним листом. Лист, смежный с мостом, назовем мостовым. Число мостов в T обозначим через B.
• Вилка вершина степени 3, смежная ровно с двумя листьями. Число вилок в дереве T обозначим через F .
• G(T ) граф, в котором вершинами являются узлы дерева T и две вершины смежны тогда и только тогда, когда они смежны с одним и тем же мостом в дереве T . Легко видеть, что G(T ) лес.
• Гроздь компонента связности графа G(T ). Листьями грозди назовем листья дерева T , смежные с узлами этой грозди. Гроздь назовем лысой, если у нее нет листьев, то есть все ее узлы лысые. Число гроздей обозначим через Γ , а число лысых гроздей через L.
Заметим, что мосты, порождающие ребра некоторой грозди, сами не являются её узлами, но распределены по другим гроздьям. Более того, все узлы грозди при-надлежат одной доле двудольного графа T , а мосты, соответствующие рёбрам этой грозди, другой доле.
Для примера рассмотрим дерево разложения, изображенное на рис. 1 . В нем име-ются лысый узел ι, 5 мостов γ, δ, ζ, η, θ и одна вилка β. Узлы группируются по гроз-дьям следующим образом: {α, β, ε, η, ι}, {γ}, {δ}, {ζ, θ}, {κ}, {λ}, {µ}. Поскольку число узлов в дереве T это число вершин леса G(T ), число мостов в T это число ребер G(T ), а число гроздей это число компонент связности G(T ), имеет место равенство
Поскольку число нелысых гроздей не больше числа нелысых узлов, имеем соот-ношения Γ − L = V − B − L V − E. Отсюда получаем оценку на число лысых гроздей L E − B.
Для двух различных листьев x и y, смежных с узлами одной и той же грозди G графа G(T ), определим изотопию ψ x,y разложения S следующим образом. Любому ребру цепи, соединяющей x и y в дереве T , сопоставим инволюцию ξ = ξ(G), родную узлам грозди G. Каждый мост, лежащий на этой цепи, но не принадлежащий грозди G, смежен с двумя узлами грозди G и одним листом z. Если мост помечен меткой f , то его листовому ребру сопоставим родную транспозицию моста τ = τ (z) такую, что тройка перестановок ξ, ξ, τ в подходящем порядке образует автотопию бинарной квазигруппы f (указанная транспозиция существует по лемме 10(iv)). Оставшимся ребрам дерева T сопоставим тождественную перестановку.
Лемма 12. Для любых листьев x и y, смежных с узлами одной и той же грозди графа G(T ), изотопия ψ x,y является автотопией разложения S.
Proof. Узлы цепи P , соединяющей листья x и y в дереве T , делятся на два типа. Первый это узлы грозди G. Если u является узлом грозди G, то по построению его ребрам, принадлежащим цепи P , сопоставлены две родные узлу u инволюции ξ(G), а на остальных ребрах этого узла имеем тождественные перестановки. По лемме 9 такой набор перестановок образует автотопию квазигруппы, приписанной вершине u.
Второй тип узлов цепи P это мосты, не принадлежащие грозди G, а соответ-ствующие ее ребрам. Пусть v является таким мостом в дереве T и z его единствен-ный лист. По построению изотопии ψ x,y ребрам, инцидентным мосту v, сопоставлены две неродные для v инволюции ξ(G) и транспозиция τ (z), которые образуют автото-пию квазигруппы, приписанной вершине v.
На каждом из узлов, не принадлежащих цепи P , изотопия ψ x,y порождает тож-дественную автотопию.
Отметим, у лысой грозди, как и у грозди только с одним листом, отсутствуют автотопии вида ψ x,y .
Лемма 13. Если гроздь G имеет k 1 листьев, существует (по крайней мере) 2 k−1 автотопий разложения, действующих на листьях G инволюциями, родными узлам этой грозди, или тождественно, а на листьях мостов, соединяющих узлы G, род-ными для мостов транспозициями или тождественно. Proof. Пусть x, y 1 , . . . , y k−1 листья грозди G. Автотопии ψ x,y i , i = 1, . . . , k − 1, имеют порядок два, коммутируют и независимы друг от друга, так как для каждого i только одна из них, а именно ψ x,y i , имеет нетождественную перестановку на ребре с листом y i . Ими порождается 2 k−1 автотопий, соответствующих грозди G.
На листовом ребре моста v автотопия θ действует транспозицией τ , а автото-пия θ ′ некоторой инволюцией η ′ (либо тождественной перестановкой, что рассмат-ривается тривиально), причем и τ , и η ′ родные для v. Очевидно, что, например, ин-волюция (01)(23) и образующие ее транспозиции (01) и (23) попарно коммутируют. Аналогичное справедливо и для инволюций (02)(31) и (03)(12). Поэтому τ η ′ = η ′ τ . Тем самым показано, что автотопии θ и θ ′ коммутируют на всех ребрах, по кото-рым они могут пересекаться. Это доказывает коммутативность автотопий разложе-ния S, порождаемых различными гроздьями.
Теорема 2. Для произвольной n-арной квазигруппы f порядка 4 имеет место нера-венство |Atp(f )| 2
[n/2]+2 . При n 5 эта оценка точна.
Proof. Пусть квазигруппа f имеет приведенное разложение S с деревом разло-жения T . По лемме 13 для каждой грозди G графа G(T ), имеющей k 1 листьев, можно построить 2 k−1 автотопий из Atp(f ), действующих перестановками порядка 2 на переменные, соответствующие листьям грозди G. Суммируя по всем гроздьям графа G(T ), исключая лысые, с учетом леммы 15 получаем 2 N −(Γ −L) автотопий ква-зигруппы f .
В дополнение, по лемме 14 для каждой вилки имеется 2 автотопии из Atp(f ), дей-ствующие на переменные, соответствующие листьям вилки, родными для нее цик-лами. Это дает множитель 2 F в число найденных автотопий квазигруппы f . Таким образом, с учетом (9) 
Таким образом получаем, что N 2V − V 3 + 2. В дереве T узлы степени 3 по числу смежных с ними листьев делятся на вилки, мосты и лысые (вершин, смежных только с тремя листьями нет, поскольку n > 2). При этом число лысых узлов степени 3 не превосходит общего числа лысых узлов в дереве T . Отсюда с учетом (10) следует
что позволяет продолжить найденное выше неравенство для N: группы автотопий, но он в два раза больше чем в формуле в теореме 2. В случае же разделимых квазигрупп при n = 3 и n = 4 дерево разложений обязательно содержит вилку. Если вилки две, то несоответствие формуле видно из неравенства (14), но да-же если вилка одна, то в соответствии с леммой 10(iv) есть неучтенные автотопии с нетождественной инволюцией на внутреннем ребре.
Квазигруппы с минимальной группой автотопий
Примеры, приведенные в доказательстве теоремы 2, не единственные, на кото-рых достигается оценка. Таких квазигрупп довольно много, но все их можно оха-рактеризовать. В настоящем разделе мы покажем, как это сделать при нечетном n, основываясь на том, что все неравенства, использовавшиеся в рассуждении при доказательстве теоремы, для такой квазигруппы обращаются в равенства (при чет-ном n это не так, поскольку при получении окончательной формулы используется округление вверх).
Из доказательства нетрудно извлечь следующие свойства приведенных разложе-ний, у которых ровно 2 ⌊n/2⌋+2 = 2 n+3 2 автотопий при нечетном n:
(I) нет вершин степени больше 4 (из равенства в (12));
(II) нет вилок (из равенства в (14));
(III) нет лысых гроздей (из равенства в (14));
(IV) в каждой грозди не более одной нелысой вершины (из равенства в (10));
(V) нет лысых вершин степени больше 3 (из равенства в (13)).
Последние три условия означают, что (III-V) каждая гроздь имеет ровно одну нелысую вершину (мост или узел степени 4), остальные вершины лысые степени 3.
Если при выполнении этих условий все узлы степени 4 будут помечены 3-квазигруп-пой, изотопной l 
